Прямой ход Гаусса
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Обратный ход Гаусса
[image: ]
Теорема сущ. и ед. треугольного разложения 
[image: ]
Алгоритм метода прогонки для трехдиагональной матрицы
[image: ]
Ленточная матрица
[image: ]

LU разложение матрицы. см. лемму 2.1., стр. 21.
[image: ]
Разложение Холецкого (квадратных корней). Теорема и определение.
[image: ]
Ленточный вариант Холецкого. п 3.2. стр. 28. №3.
Метод блочного исключения. п 3.3. стр. 29. №4.


Норма матрицы
[image: ]
Нормы вектора
[image: ]
Матричные нормы
[image: ]
Матричные нормы
[image: ]
сигма x = xвозмущённое - х; сигма б = бвозмущённое - б.

Чем больше норма обратной матрицы А-1, тем на меньшую точность можно расчитывать.

Число обусловленности матрицы
[image: ]
Если cond A большое, то плохо обусловленная матрица. cond A >= 1 всегда.
В системе с хорошо обусловленной матрицей - при небольшом возмущении правой части (b) можно рассчитывать, что решение (x) так же испытает небольшое возмущение. Что есть хорошо.
Такое понятие обусловленности только для невырожденных матриц. Нет прямой связи между det A  &&  cond A.
Примеры разной обусловленности 
Плохой обусловленности - п. 4.2 , стр. 37
Хорошей обусловленности - п. 4.2 , стр. 39
Метод Гаусса в выбором главного элемента. п. 4.4, стр. 42.
[image: ]
Как сказывается возмущение 4.18 на решение Ax = b.
Ax = b   (4.1)
[image: ]
[image: ]
Ортогональная матрица
Ортогональной называют такую квадратную матрицу A, что
A−1 = AT, здесь T — операция транспонирования.
Симметричная матрица
Симметричной называют такую квадратную матрицу A, что
A = AT.
Имеет простую структуру.
Метод вращений и отражений. п. 5.1, стр. 47, № 5 и 6.

Сеточная функция
y(n) = yn , функция от целочисленного аргумента n из Z.
Оператор левой конечной разности (назад)
y = yn - yn-1.    Степень оператора л. к. р.: k =  (k-1).
Разностное уравнение
Ф(n, yn, yn-1, yn-2, ... , yn-k) = 0.
Разностное уравнение k-го порядка
Если разностное уравнение зависит явно от  yn  и  yn-k .
Разностное уравнение линейное
Если разностное уравнение зависит линейно от yn, yn-1, yn-2, ... , yn-k. (т.е. y входят с линейными коэффициентами).
[image: ]
Общее решение разностного уравнения
Сеточная функция yn называется общим решением линейного разностного уравнения, если она содержит в себе любое его решение.
Линейные разностные уравнения 1 порядка
a0(n) yn + a1(n) yn-1 = f(n)
Решение однородного линейного уравнения
qn = a1(n) / a0(n); y0 = a; 
[image: ]
Общее решение неоднородного линейного уравнения
[image: ]
[image: ] 

[bookmark: OLE_LINK1]Разностная задача на собственные значения
[bookmark: OLE_LINK1]Постановка
[image: ]
Собственные значения
[image: ]
Собственные функции 
[image: ]
Ортонормированные собственные функции
[image: ]
Весовая функция p(x) на интервале (-1; 1)
p(x) не равна тождественно 0, неотрицательна, интегрируема на этом интервале.
Ортогональные многочлены Pm, Pn с весом p(x)
[image: ]
Последовательность ортогональна, если все многочлены между собой ортогональны.
Лемма о положительном коэффициенте для p(x) 
[image: ]
Лемма о нулях ортогонального многочлена
Все нули Pn(x) действительны, различны и расположены на (-1; 1).
Многочлены Чебышева 1 рода
|x| < 1, n=0,1,2,...
Tn(x) = [ cos(n arccosx) ]
Весовая функция, при которых они ортогональны: p(x) = (1 - x2) -1/2
Так же эти многочлены относят к наиболее отклоняющимся от нуля, благодаря св-ву 5 


Свойства многочленов Чебышева 1 рода
1) При четном n - Tn(x) четная. При нечетном - нечетная.
2) Для n>=1 коэффициент при старшей степени многочлена = 2^(n-1).
3) Нули многочлена расположены в точках - xk = -cos (2k - 1)pi / 2n;  k = 1; 2; ... ; n:
4)
[image: ]
5) 
[image: ]
6)
Если x>1, 
Tn(x) = ch (n Arch x), Arch x = ln (1 + sqrt(x^2 - 1))

Многочлены Лежандра
Многочлены, которые ортогональны друг другу с весом p(x) тождественно равным 1.

Методы решения СЛАУ
Для квадратных и невырожденных матриц СЛАУ
1) Метод Гаусса
2) Метод Гаусса с выбором ведущего элемента
3) LU разложение
4) Треугольное разложение
5) Метод Холецкого, в случае симметрично положительно определённой матрицы
6) Метод Вращений
7) Метод Отражений.

8) Итерационные методы...


Каноническая форма одношагового итерационного метода
[image: ]
B - некоторая матрица, тау - итерационный параметр. Может быть записана для метода верхний релаксаций, Якоби, Гаусса-Зейделя...
Сходимость одношагового итерационного метода
(см. № 38).
A = AT > 0; B = BT>0
Если (Bx ; x ) > tau/2 (Ax ; x) для любого вектора х, то итерационный метод сходится. 
Если матрица А плохо обусловленная (т.е. cond A >> 1), то итерационный метод будет сходиться очень медленно. 
Неявный итерационный метод. п. 8.2. стр. 81.
(см. № 38). Подбирается особым образом матрица B.
Квадратный корень из матрицы B. Построение.
B^(1/2) = [ B^(1/2) ] T > 0,   B^(1/2) * B^(1/2) = B
[image: ]
Нестационарный итерационный метод. п.8.3. стр.83.
(см. № 38). Тот, где для каждой итерации используется своё тау_(к+1). + Неявный итерационный метод.
Устойчивость плохая при использовании произвольных итерационных параметров.
Оценка сходимости:
[image: ]
Метод скорейшего спуска. п.9.1. стр.89.
Оценка сходимости метода скорейшего спуска
[image: ]
[image: ]

Подобные матрицы А и Б
А и Б подобны, если существует такая С, что А = С-1 Б С
Матрица простой структуры, свойства матриц. п.11.1. стр.106.
[image: ]
Проблемы собственных значений, ...
Проблемы собственных значений, м. итераций. п.11. билет 15-16.
Метод простых итераций
f(x) = 0
x = s(x)
s(x) = x + tau(x) f (x). tau - произвольная, непрер., знакоопред. функция.
xk+1 = s(xk)
[image: ]
Метод Ньютона
[image: ]


Простейшая формула численного дифференцирования

[image: ]
погрешность О(h^2) (delta x = h)

Метод неопределенных коэффициентов
[image: ]
Интерполяционные формулы
[image: ]

Оценка:
[image: ]
[image: ]

Метод численного дифференцирования Эйлера (явный)
[image: ]
Погрешность аппроксимации:
[image: ]
Метод численного дифференцирования Эйлера (неявный)
[image: ]
Наиболее устойчив. Но требуется решение нелинейных уравнений.
Метод численного дифференцирования Рунге
[image: ]   [image: ]
Метод численного дифференцирования Трапеций
[image: ]
u0 = u(0)
Определение погрешности решения
zn = un - u(tn) , n = 1, 2, ...
Погрешность аппроксимации дифференциального уравнения
[image: ]
Сеточная функция Ksi_n называется погрешностью аппроксимацией дифференциального уравнения [ du/dt = f(t, u), t>0, u(0)=u0 ] уравнением м.Эйлера (№ 53).
s-этапный метод Рунге-Кутты
[image: ] [image: ]
Явный s-этапный метод Рунге-Кутты
Если коэффициенты таблицы Бутчера a_ij = 0 для всех j >= i.
Неявный s-этапный метод Рунге-Кутты
Если коэффициенты таблицы Бутчера a_ij = 0 для всех j > i, и хотя бы один a_ii != 0.
Этот вид и все остальные, исключающие явный вид м. Рунге-Кутты, называют неявными.
Неявный одно-этапный метод Рунге-Кутты
[image: ]
Имеет второй порядок аппроксимации.
Двухпараметрическое семейство неявных двухэтапных методов Рунге-Кутты
[image: ][image: ]
[image: ]

[image: ]
Двухэтапный метод четвертого порядка
[image: ]









Куча бесполезных теорем (Общее)
[image: ]
Сходимость метода Рунге-Кутты:
[image: ]



Методы Адамса.
[image: ]
Предположим, что U(t) известна в k узлах сетки [image: ] :[image: ]
Для явного метода интерполяционный многочлен:
[image: ]
Весовые функции: 
[image: ]
[image: ]
Для неявного метода интерполяционный многочлен: 
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Формулы дифференцирования назад.
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Общие линейные многошаговые методы. Погрешность аппроксимации.
[image: ][image: ]
[image: ]
[image: ]

Производящие многочлены.
[image: ]
Удовлетворение корневому условию. Нуль- устойчивость.
[image: ]
[image: ]
Первый барьер Далквиста.
[image: ]
Жесткие задачи.
[image: ]
[image: ]
Абсолютная устойчивость. А устойчивость. A(alfa) устойчивость.
[image: ]
[image: ]
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 Простейшие аппроксимации первой и второй производных.
[image: ]
Краевая задача для ОДУ.
[image: ]
Сетка на отрезке [0,l]: 
[image: ]
[image: ]

[image: ]
[image: ]
[image: ]
Теория разностных схем.
ОДУ-> [image: ]
Краевые условия: [image: ] [image: ]

[image: ] [image: ]
[image: ] [image: ]
Определения погрешности аппроксимаций.
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Теоремы разрешимости и сходимости.
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Теорема о монотонности. Определение монотонной матрицы. Принцип сравнения.
[image: ]
[image: ]
Метод баланса.
[image: ]
Пусть [image: ].
[image: ]
Где [image: ]
[image: ]

Аппроксимация граничных условий и погрешность аппроксимации.
[image: ] [image: ][image: ]
Аппроксимация простейшая:
[image: ]
Граничное условие:[image: ]
аппроксимируется:[image: ]
Уравнение конвекции-диффузии.
[image: ]
[image: ]положим [image: ] 
Аппроксимация: [image: ] если[image: ], то погрешность аппроксимации: [image: ]
Сингулярно возмущенные уравнения.
Простейший пример : [image: ][image: ]
Четырехточечная схема.
[image: ]аппроксимируется:[image: ]
Негладкие решения. Использование неравномерной сетки.
[image: ]имеет решение вида [image: ][image: ] [image: ]имеет неограниченную 1ую производную ->плохо для сходимости.
Строим неравномерную сетку:
[image: ]
Пусть [image: ]
Для метода баланса аппроксимация: [image: ]


Нестационарное уравнение теплопроводности и разностные схемы для него.
[image: ]
Г. У.[image: ]Н.У. [image: ]
[image: ], т.к. [image: ]
Сетка: [image: ]
Вид: [image: ][image: ].[image: ]
Обозначения: 
[image: ]
[image: ]
Вид: [image: ][image: ]
Решение: [image: ]
Сигма= 0 – метод Эйлера, сигма=1 – неявный метод Эйлера, сигма = ½ - метод трапеций.
Аппроксимация: [image: ]
[image: ][image: ]
Обозначим: [image: ]
[image: ][image: ]
[image: ]

Устойчивость по начальным данным.

[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
Устойчивость по правой части.
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]

[image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ][image: ]
 Устойчивость в смысле максимума модуля.
[image: ]
[image: ]
[image: ]


Сеточное преобразование Фурье. Теорема об устойчивости разностной схемы для уравнения теплопроводности. Равенство Парсеваля.
[image: ]
[image: ]
[image: ][image: ]
[image: ]
[image: ]
Равенство Парсеваля:[image: ]
Разностные схемы для уравнения колебания струны. Аппроксимация. Погрешность аппроксимации. Устойчивость.
[image: ]
[image: ]
Аппроксимация по х:
[image: ]
Аппроксимация по t:
Замена:
[image: ]
Имеем:[image: ]
[image: ][image: ]
[image: ]
[image: ]
[image: ]

28

image9.png
_rlp+1)

Q (Sn—Qp—l):n(pz+p)*gpz+0(l72)-




image99.png
lu=g.




image100.wmf

image101.wmf

image102.wmf

image103.png
Py = gh




image104.wmf

image105.wmf

image106.wmf

image107.wmf

image108.wmf

image10.png
Teopema 3.1. |[Feauw A= AT >0, mo eywecmeyem eduncmoenmoe pasaoocenue

A=LL", (3.3)

200 L — HUNCHAR MPeyzOAIIaR MATIPULA. ¢ MOAONCUTEALHNAL DUGZONAALHYAL AACACH-
man.

Onpeaeaenne 3.1. Pasioxenie (3.3) nassmactes pasioaeniest Xo/eukoro, a vatpiia
L smoxurenest Xojenkoro.




image109.wmf

image110.wmf

image111.wmf

image112.wmf

image113.wmf

image114.wmf

image115.wmf

image116.wmf

image117.wmf

image118.wmf

image11.png
Az
[|A]| = sup B =
P e

sup || Az
=l =1




image119.wmf

image120.wmf

image121.wmf

image122.wmf

image123.wmf

image124.wmf

image125.wmf

image126.wmf

image127.wmf

image128.wmf

image12.png
n n
el = maxfeil, s =3 el ol = |32
: i=1 =1




image129.wmf

image130.wmf

image131.wmf

image132.wmf

image133.wmf

image134.wmf

image135.wmf

image136.wmf

image137.wmf

image138.wmf

image13.png
14| Al = max Y a4l = v R AT,
i=1





image139.wmf

image140.wmf

image141.wmf

image142.wmf

image143.wmf

image144.wmf

image145.wmf

image146.wmf

image147.wmf

image148.wmf

image14.png
115 onpeaenens (4.4) MATPHUHON HOPMBL, B HACTHOCTH, CAGIYET, 4T0
= [[Azl| <[lAll -

HpHsiensist 510 HEPABCHETRO KO BTOPOMY cootnomtenio (4.3), Gytem mets

llgzl] < (A7} 8b]-




image149.wmf

image150.wmf

image151.wmf

image152.wmf

image153.wmf

image154.wmf

image155.wmf

image156.wmf

image157.wmf

image158.wmf

image15.png
Igz]l
[Ed]

1Al A7

l1sb]]
Ilel

cond A

< JAIAT





image159.wmf

image160.wmf

image161.wmf

image162.wmf

image163.wmf

image164.wmf

image165.wmf

image166.wmf

image167.wmf

image168.wmf

image16.png
Is-3a orvesenmofi neycrofitmpoern veton Layceea B BEMHCIITCALION TPAKTHRE 00RO
HPIMCHACTCA B CONCTARI ¢ HEKOTOpOii exentofi Brbopa Besymero saesenta. Hampmiep,
exeMa BHGOpA BEAVIIET0 SACNMenTa 10 CToa0y coctont B eneayiomen. Hepea nasanon

HEePBOTo mara cpe/in KoahpumnenTon ayy, @i, . . ., Gpr, 00PA3VIONNX HepBoiil croaien mat-

pritt A, BuGHpacten KosGUIICNT ¢ HAGOABITIA MOAYICM; 1YCTH 310 Gyter agy. Eem

k> 1 1o encreve (4.1) nepecranasiores L-e n k= ypasuens, npn k = 1 nepecranona

e nyaia. - Hocae 510/ npesapTeabiol pagori obumLN o0pasoN nposoutes 1
1 )

. o e 2 . W,
mar npsvoro xoa. o matama 2-ro mara cpesn kosbdunnenton ayy', gy, a5 (e

- " - 1 -
BO BTOPOM €TOAGIe TeKky el Matpiin) BuGnpactes kosbdmmment aly’ ¢ nantoanuim
voayaes. B eayuae [ > 2 nepectapisiores e u - ypasiens, saten spuosnsercs 2-ii
mar, 1 .




image169.wmf

image170.wmf

image171.wmf

image172.wmf

image173.wmf

image174.wmf

image175.wmf

image176.wmf

image177.wmf

image178.wmf

image17.png
(A+54)

Bl
I

(4.18)




image179.wmf

image180.wmf

image181.wmf

image182.wmf

image183.wmf

image184.wmf

image185.wmf

image186.wmf

image187.wmf

image188.wmf

image18.png
Teopema 4.1. [ycmo sampuua A cuc

wenua 5A enpacedauoa ouensa

=1 -1
[IGAIF < 1A
Toeda das oMUOCUIEABHOT NOZPEUOCTIAL PEULENUA m,,,mm:,),/pm ouenna

[ cond A (HJAH HJbH)
< + N
[E [SAIL\fAI el

I
1 cond ATZSL
41

20e
(A+6A)(x +6x) = b+ b

GOAMYUEHNAA CUCTIEMA.

e (4.1) wateem ofpamigo u das ce coamy-

(4.20)

(4.21)

(4.22)




image189.wmf

image190.wmf

image191.wmf

image192.wmf

image193.wmf

image194.wmf

image195.wmf

image196.wmf

image197.wmf

image1.png




image19.png
Z aj(n)yn_j = f(n), nel





image20.png
o= G0 =] 4





image21.png
3

a=y f[let+ea

k=1 Gt




image22.png
= Hw (

c +Z rqu;

=

,)_




image23.png
“Unt1+ 200 = Yn1 = M, n=1




image24.png




image25.png
G _ o km
yP = ey sin =",





image26.png
&"7:«/2,’5\'5ix]$, k=1,





image27.png
1
(P Po)i= [ o) Puto)Pobts =0, 20,





image28.png
Tenima 7.2. /s scaoil secosoit digruuu p(x) cyuecmeyem eduncmoennas noeacdosn
MEABHOCTID OPTOHOPMUPOSANNILT Atnozotienoe { Po(x)}. usteiouur noaoncumenvimni
woouuenin npu cmapuieis cmenen




image2.png
(k1)
livay





image29.png
12 max [T ()| = 1. upnaes
[-11]

Talrm) = (1),





image30.png
3. Cpeun Beex MHOIOWIRHOB CTenein 1 ¢ e koabdumenton upn crapuei

CTeNeHI MEOTOIeH

Talx) =

na

1, 1] wvieer HAIMEHBIICE SHAUCHHE MAKCHAYAMA MO 15




image31.png
k1 Tk
—— 4 Ak =b, k=0,1,...,




image32.png
Hanovsm noerpoenne sarpiisi BY2. Tlyets A — cobersentioe snatenne sarpiis B, a &

ormestatomuit exy cobersenmmit BexTop, T.e. BE = AE. [lepenyvepyes pee cobeTReRREIC Ja-
sernst vaTpriel B BResien B paceyiotpenne uaronasiyio sarpiny A = diag (A, Az, + ., A,
OBPATOBARAY IO STHAI COBCTROHHBIMIT 3HATCHIANMI, I OPTOrORATBHYIO MaTpHiy E = [€162. .. &),
OBPATOBAAY 0 OPTOHOPMIPOBARHBINI COOCTROHIBIMIT BEKTOPANT & MaTpHItEl B, yiopsonenimi-
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Teopema 9.1. Hmepauyuu no memody cropeiiwezo cnycka (9.2), (9.5) crodames ne
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Teopema 10.2. Memod conpaocenns epaducnmos (10.19)crodumen ne xyoce, wea
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Onpeaenenne 11.3. Marpnima A nassmactess Marprneii npoctofi erpykrypst (i tma-
FORAIISY MO ), CCTI e FKOPAATOBOi (hOPAMOTT ABIACTCH THAFOHAIL IS MATHIIA.
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Teopena 12.1. [lycmo * — wopens ypacnenua (12.2). Tozda, ccau |'(x)] < ¢ < 1
dag x € [z* — 8,2 4+ 8. mo npu awbom navaawon npubauncenun Ty € [x* — 8, x° 4+
8] wemod npocmur umepayuit crodumea co cxopocmvio
SHAMENAINEACAM KOMOPOTl Academed wucao ¢. Hpu smom

eeomempuecuroit npoepeceu,

[ — 2] < ¢ |0 — 27| |
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* f'(zx)

2o satano. (12.5)

leomempuniccsaa unmepnpemavua smemoda Huomona takoa, Kak winectino ms Mare-

varieckoro anamrsa, f/(2g) eoTh Tanrenc yrma nakjona kacareannoit k kpusoit y = f(x)
3 TOUKe o = Tg. |psivast

y = Pi(x) (12.6)

IMECT TOT JKe HAKAON, 94T0 1 Kacateabiasn K f(2) B touke 2. Boaee Toro, B touke @ = oy

suatennst Py(z) n f(x) cosnagaior, n, caetosarensio. (12.6) ecrs ypasnene kacateannoii
< kpusoit y = f(z) B 1ouke T = T)0

Test camust, 1 veroze Hulotona ia kascioit wrepain kpusass y = £(z) savensiercs
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Kax mspecrtno,

e Ly(x)  wrrepnossimonnntii vuorowien JTarpanzka crenenn n, a Ry(z) — ocrarounii
wien. Homaras
f (@)~ LM (z),  0<m<n, (14.19)

nostyay popayity dneaennoro udbepennnposanms.
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n=01,...,
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Kymmu nopadsa p.

Teopema 16.1. He cyuecmayem aonozo s-omaniozo semoda Py

eeaunp > s,

Tl s = 1,2 sta Teopenia i pakteckn oKasaia,

Teopema 16.2. [pu s > 5 ne cyuecmeyem aciozo S-omannozo semoda Pynze-Kymmu
nopadka p = s (19632.). Hpu s 2 8 ne cyuwecmayem acnozo s-omannozo smemoda Pynze-

s—1(19652.). Hpus>10 — p=s—2 (1985.).

Kymmu nopadsa p

Bameuanue 16.8. lpn s = 6 cymectnyer smunii vieron Pynre-Kyrin nopsxa 5.
Hpn s = 7 eymectnyer s seron nopska 6. Hanssienmii nopsiok, daxriseckin

JIOCTHEHYTHI /1 ABIO HOCTPOCHTILX ABILIX MeTos0n Pynre-Kyrrot pasen 10, Tpn stou
a0 sranos pasno 17, (910t pesyinrar sanecen 5 Knury pexopion Inmmeca).

Teopena 16.3. [lpu wofon s cywecmaogem edunemoennii neacmii semod Pyize-
Kymmu nopadsa p = 2s.
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Teopema 16.4. Ecau memod Pynee-Kymmuw (16.7), (16.8) annpokcusupyem uczodnoe
ypasnenue (16.1' )e nopadsos p, mo npu T — O on cxodumes ¢ mea sice nopadkos.
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Teopema 1.2. Ilycms A — weadpamnas necuponcdennan mampuua, L — wuoecian mpe-
yeoavnas mampuua ¢ cdunusnoi zaaenol duazonainio, a U — neeuposcdennag oepriis,
mpeyzonvnaa smampuua. Paszaoocenue A = LU cywecmayem mozda u moavko mozda,
ko200 Gee yeaosue Muopw mampuup A omase om 1wy,
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a) Haxonciemie nporonosnsix kosddmmuenton (mpasias nporomka) mo dopayian

a=—¢/y, i=12..,n—
% =bi + i1, (2.3)
= (di — aifi1) /7 . By = dy/by.
6) Haxozaenmne cavioro pemenis (oGpatias nporomka)
=i+ G, i=n—1 (2.4)

115 (2.3).(2.4) caeayer, wro ofmee THEA0 YNTOKCHTi 1 Aeemil TP BLAHCAeHnn Koad-
unnenTon a; n Y

Q=2(n-1,) (2.5)

a npu seranetennn kosdduentons 5 n pemenns x;

q=3(n-1). (2.6)




image79.wmf

image80.wmf

image81.wmf

image82.wmf

image83.wmf

image84.wmf

image85.wmf

image86.wmf

image87.wmf

image88.wmf

image8.png
Ounpeaeaenne 2.1, Marpuia A nassisactes AenToanofi ¢ IOAYIHPHION ACHTH P, ce1
ce snesentir a; = 0 upn |i — j| > p. no cymecrsyer no kpaiineii Mepe oann saeaent
ay #0npn |i—jl=p
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711(1') —ulaizt) =u/(z;) + O(h),
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w(@ig) — 2u(x;) +u(wi )

W2 =u(z;) + O(h?).
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